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АНОТАЦІЯ Показано негативний вплив низьких гармонік в модульованій змінній напрузі інверторів з гальванічною 
розв’язкою на масу їх трансформаторів. Описано спосіб формування біполярної модульованої напруги, що суттєво 
зменшує вміст низьких гармонік. Запропоновано використовувати ряд Фур’є двох змінних для аналізу спектра біполярної 
модульованої напруги, що дозволяє описати спектральну характеристику напруги у компактній формі для довільного 
значення параметра кратності модуляції. Описано два різних випадки формування біполярної напруги залежно від значення 
параметра кратності модуляції. Проаналізовано спектр напруги з біполярною модуляцією. Показано, що основна частина 
енергії напруги з біполярною модуляцією передається гармоніками навколо частоти, що вдвічі менша від  частоти несучої 
функції. 
Ключові слова: двополярна напруга; інвертор з гальванічною розв’язкою; ряд Фур’є двох змінних; спектральна 
характеристика. 
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ABSTRACT Features of power grid based on renewable energy sources are described. The necessity of isolated power converters in 
the power grid is shown. Low harmonics negative impact in modulated AC voltage based on unipolar pulse width modulation for 
transformer weight of isolated invertors is underlined. An approach of bipolar voltage generation with inverting every second 
modulation pulse that significantly decreases the low harmonics amplitude and allows to decrease the transformer weight in several 
times is described. A double Fourier series implementation for bipolar voltage analysis that allows expressing a signal spectrum 
characteristic in compact form for any multiplicity parameter value is proposed. Representation of modulated signal based on two 
variables of carrier and modulation functions is considered. Two different cases of modulated voltage generation depending on 
multiplicity parameter value are described. Bipolar voltage signal representation based on the sum of two unipolar signals with two 
times lower carrier function frequency is proposed. Bipolar and unipolar modulated signals spectrum components of double Fourier 
series are calculated. Spectrum characteristic of bipolar voltage modulation is analyzed. Transmission of the significant energy 
amount of bipolar voltage by harmonics with frequencies near two times lower value than carrier function frequency is proved. A 
case with multiplicity parameter which is multiplied to number four is noted as more desirable due to decreasing the first harmonic 
value. A proposition about subsequent improvements of bipolar voltage modulation is given. 
Keywords: bipolar voltage modulation; isolated invertor; double Fourier series; spectrum haracteristic. 
Вступ 
Інвертори напруги часто використовуються для 
формування змінної напруги мережі від автономних 
джерел живлення, зокрема відновлювальних джерел 
енергії (ВДЕ) [1,2]. Формування вихідної напруги 
інверторів здійснюється імпульсними методами, 
найчастіше  широтно-імпульсною модуляцією (ШІМ). 
За необхідності забезпечення електричної ізоляції на 
виході встановлюються трансформатори. За умови 
використання класичні модифікації ШІМ, 
трансформатор інвертора перемагнічується з 
частотою мережі, що зумовлює його великі габарити 
[3]. 
Для зменшення габаритів трансформатора 
використовують модифікації ШІМ з двополярною 
модуляцією, за умови використання якої, полярність 
кожного другого імульсу модульованої напруги 
інвертується, що дозволяє перемагнічувати 
трансформатор з частотою, вдвічі меншою ніж 
частота несучої функції ШІМ і зменшити габарити 
трансформатора мінімум в декілька разів. Тому 
актуальною задачею є аналіз спектру напруги 
інвертора, яка формується на основі розглянуго 
методу модуляції. За умови використання ряду Фур’є 
однієї змінної спектр модульованої напруги можливо 
розрахувати лише у чисельному виді, що ускладнює 
аналіз і збільшує обсяг розрахунків через необхідність 
сумування спектру кожного періода несучої функції. 
Використання ряду Фур’є двох змінних  дозволяє 
описати частотну характеристику модульованої 
вихідної напруги у згорнутій формі, що спрощує 
подальший аналіз [4-8].  
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Ціль роботи 
Метою статті є розробка методики розрахунку 
спектру напруги з двополярною модуляцією на основі 
ряду Фур’є двох змінних та аналіз спектру отриманої 
напруги зазначеної модифікацій ШІМ залежно від 
значення параметра кратності модуляції. 
Основний матеріал 
За умови використання ряду Фур'є двох 
змінних одна змінна, наприклад х  пропорційна 
частоті ω несучої функції, х = ω·t, інша змінна, 
наприклад у – частоті Ω моделюючої функції у = Ω·t. 
Для ШІМ сигналу відношення між значеннями 
параметрів х та у дорівнює значенню параметра 
модуляції х / у = Р. 
Коефіцієнти ряду Фур’є двох змінних Cmn, які є 
спектральними складовими сигналу з кратністю m 
відносно частоти несучої функції і кратністю n 
відносно частоти модулюючої функції, розраховують 
за формулою: 
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де f(x,y)  – функція, спектр якої розраховується. 
Застосування ряду Фур’є двох змінних дає 
можливість розрахувати спектральну характеристику 
модульованого сигналу в аналітичній формі. Формула 
для розрахунку амплітуди гармоніки k вихідної 
напруги Ck на основі ряду Фур’є двох змінних є такою 
[9]: 
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Розглянемо випадок однополярної модуляції 
типу ШІМ-2, який переважно використовуюється для 
формування вихідної напруги інверторів [9]. 
Спектральні складові Cmn для цього роду модуляції з 
синусоїдальною модулюючою функцією 
розраховуються за формулою: 
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де Н – амплітуда модульованої напруги, 
μ – глибина модуяції напруги.
З урахуванням умови непарності модулюючої 
функції (sin(y) = -sin(y+π)) вираз (3) можна звести до 
виду: 
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Для парних значень n значення спектральної 
складової дорівнює нулю, Cm(2n) = 0, а для непарних: 
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де  Jn(y) – функція Бесселя першого роду [10,11]. 
Для випадку m = 0 в формулі (5) з’являється 
невизначеність 0/0, після усуення якої отримаємо 
01 0; 0, 0.nС H C m   (6) 
Спектр напруги з інвертуванням полярності 
кожного  другого  імпульсу  розраховується  на 
основі виразів (5)-(6) з сувом кожного другого 
імпульсу  на  кут  π  по  модулюючій  функції  у  і  на 
кут Р·π по несучій функції х, рис. 1 а, 2 а. Для 
окремих  випадків  модуляції,  коли  параметр  Р 
кратний двом, Р = 2k, і кратний чотирьом, Р = 4k 
аналітичні вирази спектральних складових 
відрізняються між собою, тому вони аналізуються 
окремо. 
Випадок Р = 4k 
Діаграми  модульованої  напруги  для  випадку 
Р = 8  показані  на  рис.  1.  З  модульованої  напруги 
за  законом  ШІМ-2,  наведеної  на  рис.  1 а, 
формується  двополярна  напруга  шляхом 
інвертування  полярності  кожного  другого  імпульсу 
напруги, рис. 1 б. 
Для розрахунку спектру двополярної напруги 
вона розкладається на два модульованих сигнали, 
наведених на рис. 1 в і рис. 1 г. Ці сигнали мають 
вдвічі  меншу  кратність  модуляції  Р* = Р / 2 = 4    
при  такій  же  залежності  модулюючої  функції  у* = 
у. Тому значення змінної х* зменшується в два рази, х* 
= Р* у* = Р у / 2, також зменшується значення 
параметра глибини модуляції μ* = μ / 2. Розглянемо 
особливості  модуляції  сигналів,  наведених  на 
рис. 1 в і рис. 1 г. 
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Сигнал рис. 1 в на першій половині періода, y* 
= 0..π, модулюється відносно точок х* = π/2 + 2πm, на 
другій половині періода, y* = π..2π – х* = 3π/2 + 2πm. 
Формули для розрахунку спектральних складових 
Сmn1 є такими: 
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Після нескладних перетворень формула (7) 
матиме вид: 
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У формулі (8) є невизначеність при m = 0, для її 
усунення розрахуємо інтеграл (7) для цього випадку 
окремо:
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Відмінність модульованого сигналу 
зображеного на рис. 1 г у порівнянні з рис. 1 в полягає 
у тому, що на першій половині періода, y* = 0..π, 
сигнал модулюється відносно точок х* = 3π/2 + 2πm, 
на другій половині періода, y* = π..2π – х* = π/2 + 2πm. 
Формули для розрахунку спектральних складових 
Сmn2 є такими: 
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Спектр напруги з двополярною модуляцією є 
сумою спектрів двох сигналів: 
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Вираз (12) не дорівнює нулю за умови парних 
n, n = 2k і непарних m, m = 2k +1: 
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На основі формул (2) і (14) розраховується 
спектр сигналу. Оскільки спектральні компонети Сmn 
мають парні індекси 2n, що спектр сигналу має лише 
парні гармоніки. 
Випадок Р = 2k 
Діаграми модульованої напруги для випадку   
Р = 10 показані на рис. 2. Основна відмінність 
a) уніполярний модульований сигнал; б) біполярний модульований сигнал; в) перший
модульований сигнал; г) другий модульований сигнал 
Рис. 1 – Ілюстрація формування модульованої напруги для кратності модуляції Р = 4k 
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модуляції сигналу у порівнянні з попереднім 
випадком P = 4k полягає у непарному значенні 
параметра кратності модуляції P* = P / 2 = 5 сигналів, 
зображених на  рис. 2 в і рис. 2 г. Сигнал, показаний 
на рис. 2 в, модулюється відносно точок х* = π/2 + 
2πm, тому він має кратність модуляції P1* =[P/2] + 1 = 
6. Сигнал, показаний на рис. 2 г, модулюється
відносно точок х* = 3π/2 + 2πm, тому для нього 
параметр кратності модуляції має значення P2* = 
[P /2]-1 = 4.   
Перший модульований сигнал, що показаний 
на рис 2. в, розраховується за формулю: 
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Відповідно, другий модульований сигнал, 
зображений на рис. 2 г, розраховується за такою 
формулою: 
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Спектральні компоненти Сmn сигналу з 
біполярною модуляцією, показаному на рис. 2 б є 
сумою спектральних компонент Сmn3 і Сmn4 двох 
проаналізованих однополярних модульованих 
сигналів: 
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0 0 3 0 4 0.n n nС С С    (20) 
a) уніполярний модульований сигнал; б) біполярний модульований сигнал; в) перший
модульований сигнал; г) другий модульований сигнал 
Рис. 2 – Ілюстрація формування модульованої напруги для кратності модуляції Р = 2k 
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Аналогічно до попереднього випадку ненульові 
значення спектральних компонент при n = 2k і m = 
2k+1 розраховуються за формулою (14): 
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Розрахунок спектру 
Спектр біполярної напруги, розрахованої за 
формулою (21) для випадків, P = 2k і Р = 4k має 
аналогічну структуру, зазначену для випадку Р = 22 і 
μ = 0.5, що показний на рис. 3. 
Енергія сигналу, сконцентрована у гармоніці з 
номером Р/2 = 11 відповідно до спектральної 
характеристики, показаної на рис. 3. Амплітуди     
Δn ≈ 8  бічних гармонік мають значення, порівнянні з 
основною гармонікою з номером 11. Ширина спектра 
поблизу основної гармоніки; Δf = (2Δn + 1)Ω = 17Ω. 
Модуляція з параметром кратності модуляції P = 4k є 
ефективнішою, оскільки модульований сигнал має 
однакову кількість позитивних і негативних імпульсів 
на половині періода, що зменшує значення першої 
гармоніки в спектрі. Біполярна модуляція дозволяє 
змістити передачу енергії в область високих частот і 
зменшує вагу трансформатора для обох P = 2k і Р = 4k 
випадків. Подальше поліпшення спектру 
модульованої напруги можливе за умови усунення 
низькочастотних бічних гармонік. 
Висновки 
У статті аналізується спектр напруги з 
біполярною модуляцією на основі ряду Фур'є двох 
змінних. Показано можливість передачі енергії на 
частоті, яка дорівнює половині частоти несучої 
функції. Таким чином, цей тип модуляції дозволяє 
зменшити вагу трансформатора. Проте, через значний 
вміст низькочастотних гармонік вказана модуляція 
вимагає подальшого вдосконалення. 
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АННОТАЦИЯ Показано негативное влияние низких гармоник в модулированном переменном напряжении инверторов с 
гальванической развязкой на массу их трансформаторов. Описано способ формирования биполярного модулированного 
напряжения, что существенно уменьшает содержание низких гармоник. Предложено испльзовать ряд Фурье двух 
переменных для анализа спектра биполярного модулированного напряжения, что позволяет описать спектральную 
характеристику напряжения в компактной форме для произвольного значения параметра кратности модуляции. Описано 
два разных случая формирования биполярного напряжения в зависимости от значения параметра кратности модуляции. 
Проанализировано спектр напряжения с биполярной модуляцией. Показано, что основная часть энергии напряжения с 
биполярной модуляцией передается гармониками около частоты, которая вдвое меньше частоты несущей функии.   
Ключевые слова: двополярное напряжение; инвертор с гальванической развязкой; ряд Фурье двух переменных; 
спектральная характеристика. 
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